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Fall kehrt man also zu einem reinen Hamilton-For-
malismus zuriick. Damit ist gezeigt, daB die durch
(14) bzw. (24) dargestellte Theorie fiir kleine Ener-
gien (<[y!) in die bisherige Hamiltonsche Theorie
iibergeht, wihrend die .nicht-Hamiltonschen Glieder
bei hohen Energieiibertragungen fiir die Konvergenz
des Verfahrens sorgen.

An dieser Stelle entsteht die Frage, ob es neben
dem Ausdruck (14) nicht auch noch andere Formeln
fiir S gibt, die ebenso wie (14) S unitir machen und
zugleich die Xorrespondenz gewihrleisten. Man

koénnte etwa an Formen fiir S wie (T T_i)l‘,2 , T;’/2 T i?
Ty, dgl. denken. Die Rechnung zeigt aber,

daB keiner dieser Ansiitze unitir ist. Der einzige Aus-
druck, der neben (14) noch in Betracht kommt, lautet

S=(TT) " "T. (29)

Man kann aber ohne Schwierigkeit sehen, da3 er mit

dem Ausdruck T (T*T)™ " identisch ist. Man findet
nidmlich durch einfache Umformung

(rT)~tT=TIT ' (TTY " TI=T(T* D)~ ".
(30)
Daher diirfte die Formel (14) bzw. (29) wohl die
einzige einfache Darstellung der S-Matrix durch die
T-Matrix sein.
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Im ersten Teil wird gezeigt, dal man zur Gewinnung einer divergenzfreien Theorie der
Elementarteilchen zwangsliufig vom iiblichen Hamilton-Formalismus abweichen muf}, falls
man nicht ein sehr gekiinsteltes Abschneideverfahren fiir die hohen Impulse2, durch die in
der Quantentheorie der Wellenfelder bekanntlich immer die Divergenzen hervorgerufen
werden, einfithren will; d. h., falls man nicht den physikalisch sehr einleuchtenden Gedanken
aufgeben will, da3 durch die Wechselwirkung simtlicher Teilchen untereinander die Diver-
genzen der Theorie von selbst verschwinden.

Im zweiten Teil werden ein paar qualitative physikalische Folgerungen besprochen, die
man bereits jetzt aus der Theorie entnehmen kann. Wie in der Arbeit von Heisenberg!
ausgefithrt wurde, muf3 man sich im Rahmen der obigen Theorie die Teilchen mit ganz-
zahligem Spin als aus Spinorteilchen zusammengesetzt vorstellen. Es zeigt sich nun, daf3 es
auch niherungsweise nicht richtig ist, das Lichtquant als aus Elektron und Positron zusammen-
gesetzt zu betrachten; sondern mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit ist es aus Proton und
Antiproton usw. zusammengesetzt. Zum Schlu8 wird dann noch kurz gezeigt, wie man sich

eine qualitative Vorstellung iiber das Zustandekommen des Coulomb-Feldes machen kann.

m AnschluB} an eine grundlegende Arbeit von Heisen-

berg! werden die dort niedergelegten Gedanken iiber
eine zukiinftige Theorie der Elementarteilchen, die bei
Heisenberg in die Form einer Integralgleichungstheorie
gekleidet sind, mittels einer Differentialgleichungstheorie
dargestellt. Diese Darstellung bedeutet bereits eine starke
Einschrinkung der allgemeinen Heisenbergschen Theorie,
da in der letzteren der Grad der Ableitungen begrenzt ist,
wihrend eine allgemeine Integralgleichungstheorie diqui-
valent ist einer Differentialgleichungstheorie unendlich
hoher Ordnung. Physikalisch bedeutet das, da} man
erstens im Gegensatz zur Heisenbergschen Formulierung
das Grundspektrum der Elementarteilchen der wechsel-
wirkungsfreien Theorie diskret und endlich wihlen muf.

der Anzahl (falls man zwischen Teilchen und Antiteilchen
unterscheidet, gleich der halben Anzahl) der Elementar-
teilchen des Grundspektrums. Zweitens werden die An-
sitze fiir die Wechselwirkungsenergie der Teilchen unter-
einander stark eingeschrinkt, da in einer Differential-
gleichungstheorie die’ Wechselwirkungsenergiedichte als
gewohnliche Dichtefunktion darstellbar sein muf3. Sie darf
also nur von der Wellenfunktion 1 und deren rdumlichen
und zeitlichen Ableitungen 3mq)/3xm am betrachteten
Raum-Zeitpunkt x, selbst abhingen. Ob die obigen Ein-
schrinkungen gerechtfertigt sind, muf3 sich beim weiteren
Ausbau der Theorie zeigen.

Die Differentialgleichungstheorie hat den Vorteil, daf3
bei ihr die Korrespondenz zur bisherigen Quantenmechanik

besonders deutlich wird. So sieht man z. B., daf3 die Regu-
larisierungsbedingungen fiir die Vertauschungsrelationen
(V.-R.) der Wellenfunktionen untereinander ganz von
selbst aus den quantenmechanischen Bewegungsgleichun-

Wie sich nachher zeigen wird, ist nimlich der Grad der
héchsten Ableitung, der in der Theorie vorkommt, gleich

1 W.Heisenberg, Z. Naturforschg. 5a, 251 [1950].
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gen, d. h. aus den V.-R. der Wellenfunktionen mit dem
Energie-Impulsvektor folgen. Wir wollen darauf aber nur
kurz eingehen, da dies auf einem etwas anderen Weg fiir
Bose-Teilchen von Pais und Uehlenbeck? und von
Thirrings5 bereits gezeigt wurde. Aulerdem wird in
einer solchen Theorie der Zusammenhang zwischen den
quantenmechanischen Divergenzen und den in der Theorie
vorkommenden riumlichen und zeitlichen Ableitungen
sehr durchsichtig. Es zeigt sich dabei, dal3 es prinzipiell
nicht moglich ist, hermitische Wechselwirkungsenergien
zu konstruieren, durch die keine Divergenzen in die
Theorie hineingebracht werden.

I. Gleichungen
der wechselwirkungsfreien Theorie

Als Grundannahme setzen wir voraus, dal3 die
Wellenfunktion im wechselwirkungsfreien Fall n ver-
schiedene Spinorteilchen beschreibt. Die Differential-
gleichung, der eine solche Wellenfunktion gehorchen
muB, hat folgende einfache Form?2:

r=n

I] Hw=0. 1)
Hierbei ist
g "
H= (1, 5 + ) @

der iibliche Wellenoperator der Dirac-Theorie.
Die allgemeinste Losung von (1) lautet:

W=y, 3)

Die ar werden nachher bei der Quantisierung so
festgelegt, daB die v, und y,* bzw. vy, dieselbe Be-
deutung behalten wie in der Einteilchentheorie, wo-

bei fiir v,
Hvy,=0 (4)

gilt. Man sieht daraus, daB3 v die oben geforderte Be-
dingung erfiillt. AuBBerdem ist damit auch gezeigt,
daB der Grad der hochsten Ableitung in (1) gleich der
Anzahl der durch die wechselwirkungsfreie Theorie
beschriebenen Teilchen ist.

Wie in den bisherigen Wellentheorien, kann man
(1) aus einem Variationsprinzip ableiten. Setzt man

- ; r::nHrw,
1 (5)

or e A *
—yp =y, w,=9%,

* In der ganzen Arbeit wird ein solches MaB3system be-
nutzt, in welchem ¢ und i gleich 1 sind. Es werden also
alle Dimensionen in Potenzen einer Liinge ausgedriickt®.

2 A.Pais u. G.E.Uehlenbeck, On field theories
with non-localized action. Im Erscheinen.
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so folgt (1) aus der Bedingung
0L = 6fL dw, dw = dx; dxs dxs dxy . (6)

Man kann die einzelnen Erhaltungsitze in der
iiblichen Weise aus den verschiedenen Invarianz-
eigenschaften herleiten, denen € gehorchen muf3¢. So
folgt der Energie-Impulserhaltungssatz aus der In-
varianz von ¥ gegeniiber Raum-Zeitverschiebungen
und der Drehimpulssatz und Schwerpunktssatz aus
der Invarianz von ¥ gegeniiber Drehungen im vier-
dimensionalen Raum. Die zugehérigen Rechnungen
sollen hier nicht durchgefiihrt werden, sondern wir
schreiben das Ergebnis fiir den Energie-Impulstensor
gleich an. Man erhilt nach einigen Umformungen
und Umschreibung in die Integralform, die fiir die
weiteren Rechnungen zweckmiiBig ist:

Tyuy=—0Q2 :r)sfdx'dx” w&) Ry p(x—2, x—x")yp (x")
)

mit

: ol 4+ ™) -y + B
Rmzifdko’dkg” Pulky k") + (k' + K”)

iys ks’ —kg'")
(H Gyoke +u)— [ Groks + /h)) (8)
r=1 r=1

. eika’ (xg—x4')—iky' (xg—2x4"")

Wie man erkennen kann, lassen sich in (7) sdmt-
liche Integrationen durchfiihren und man erhilt fiir
T, (xg) einen Ausdruck, der nur von v, 1, und
deren Ableitungen (bis zum n-ten Grad) am Punkt x,
abhingt. T,, hat also die Form einer gewohnlichen
Dichtefunktion. AuBlerdem kann man sehen, daf3
i (xa) symmetrisch ist, und

9 =0 ©)

ox g
gilt. [Fiir die Einteilchentheorie geht (7) in den be-
kannten Energie-Impulstensor der Dirac-Theorie
iiber.] T,, kann daher als Energie-Impulstensor ge-
deutet werden. Fiir den Vierervektor von Impuls und
Energie folgt aus (7)

]‘u £= _(2 n)—s (10)

.fdal,fdx' dx"p (x) Ryylx—x', x —x")p ().

3 W.Heisenberg, Z. Physik 101, 533 [1936].

4 W. Heisenberg u. W. Pauli, Z. Physik 56,
1 [1929] u. 59, 168 [1930].

5 W. Thirring, Physic. Rev. 77, 570 [1950].
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Dabei ist in x iiber eine raumartige Fliche o zu inte-
grieren ¥,

J, ist im Gegensatz zu T,,, eindeutig bestimmt und
im wesentlichen mit dem von Heisenberg aufgestellt-
ten Energie-Impulsvektor?! identisch, wie man mittels
einiger Umformungen nachweisen kann.

II. Quantisierung
der wechselwirkungsfreien Theorie

Zur Quantisierung der Theorie fassen wir die
Wellenfunktionen als Operatoren auf und verlangen
fiir jede Variable die allgemeinen quantenmechani-
schen V.-R. mit dem Energie-Impulsvektor ¢

Myr — a o
][uf(w s VE) 11)” S wQ...>]_=i f& )

Xg Bx[u

(11)

Dies sind die quantenmechanischen Bewegungs-
gleichungen der Theorie.
So muf z. B. gelten:
Iy

Uuwed =i

oy (12)

Setzt man voraus, was immer erfiillt ist, daB} jede
Variable der Theorie als Laurentsche Reihe in v, , 94
und dm 4, [3x 4™, Onqp;/x, darstellbar ist, so kann
man leicht nachweisen, dal umgekehrt (11) aus (12)
abgeleitet werden kann .

Es soll nun kurz angedeutet werden, wie man aus
(12) die V.-R. zwischen 4 und 1, erhiilt. Dazu ist es
zweckmiBig, zur einzeitigen Theorie iiberzugehen,
also in (10) do durch dr zu ersetzen und die Inte-
gration iiber x, " auszufithren. Man erhilt, wenn
man vy in 2 a,y, und v in 3 v, aufspaltet:

o dp, (x)
Ju= _’2 ar'fll’f(x) 74"35&‘ -
r=1 : -
l l (/Ai—‘ur)dl‘=ZlM'.

ifr r=1

(13)

— Aus (13) sieht man, daB3 im wechselwirkungsfreien
Fall, wie es physikalisch sinnvoll ist, sich der Ge-
samtimpuls und die Gesamtenergie aus den Impulsen
“der Einzelteilchen zusammensetzt. —

Fiir die V.-R. zwischen 5 und v, machen wir nun
folgenden Ansatz:

T " L P n - n

e 6) s 6= 30t W), (),
(14)

= 2 o, (=9 S, =)

31

— w; und vy, sind fiir i # r miteinander antivertausch-
bar — wobei

. af 1] " d 1
— iS00 =) = (1usa g~ )

dke [ag €T
# 4] (k!I,E + !‘,2)
— ¢ dk, bedeutet Integration um die Singularititen
auf der imaginiren k,-Achse — die V.-R. fiir Spinor-
teilchen in der bisherigen Quantenmechanik sind.
Dieser Ansatz ist verniinftig, da sich die Mehrteilchen-
theorie ohne Wechselwirkung in Einteilchentheorien
aufspalten lassen muf3.

Aus (12) erhilt man mit Benutzung von (13) fol-
gende Bedingungsgleichungen fiir die c¢;:

1
o = - -

T M)
iger

(15)

(16)

Wie man mittels Determinantenrechnung nachwei-
sen kann, erfiillen die ¢, gerade die Regularisierungs-
bedingungen?: 6

Zcrlu:'nzo’

Damit ist gezeigt, dal die Regularisierungsbedin-
gungen (17) zwangsldufig aus der Quantisierung einer
Wellentheorie fiir mehrere Teilchen folgen, wie be-
reits von Thirring? Pais und Uehlenbeck?
auf einem anderen Wege fiir Bose-Teilchen abgelei-
tet wurde.

Das hingt damit zusammen, daBl wir simtliche
Teilchensorten mittels einer einzigen Wellenfunktion
beschreiben wollen. Der Energie-Impuls-Vektor mufl
daher so gebaut sein, daB die Glieder, die v, und ;
(r # 1) gemischt enthalten, bei der Raumintegration
herausfallen, da dieser Vektor zeitlich konstant sein
muB. Das hat zur Folge, dafl man zur Erfiillung der
quantenmechanischen Bewegungsgleichung (11) die
Regularisierungsbedingungen (17) benétigt.

(14) 148t sich wegen (16) nun zusammenfassen zu

m=01...n—2. (17)

n— i o GR ’ " 1
[y () pg(x )]+=_1sro(x—x ;(Eﬂ)“
r=n d
H (Y{u 3‘ A t“’r)
| dkg | ae T ¢ k==
n L2 5
rgl( wt “r) (18)

# Zu der kovarianten Formulierung von J, siehe
J. Schwinger, Physic. Rev. 74, 1447 [1948].

6 W. Pauli u. F. Villars, Rev. Modern Physics
21, 434 [1949].



376

Man sieht daraus, daB die V.-R. (18) bzw. (14) auch
auf dem Lichtkegel (x,/ —x,”)2 = 0 regulir werden
(sie verschwinden sogar auf diesem Kegel, wie eine
genauere Untersuchung zeigt$), sobald man n =5
wihlt, da dann der Integrand in (18) mindestens wie
1/k,? — 0 geht fiir k,—~ co. Das hat zur Folge, daB} das
Integral {iber den vierdimensionalen Raum jetzt nicht
mehr divergiert. Wie man erkennen kann, wird die
Regularitit der V.-R. einfach dadurch erreicht, daf3
sich die Singularititen der V.-R. fiir die Einzelteilchen
gegenseitig kompensieren (Stiickelberg und
Bopp’). ~
Auflerdem ist aus (14) ersichtlich, daf3

2
a,” = ¢

(19)

gesetzt werden muf3, wenn man erreichen will, daf3
y, und y,* bzw. v, dieselbe Bedeutung wie in der
Einteilchentheorie haben (d.h. es sollen zwischen v,
und ,* bzw. y, dieselben V.-R. wie in der Ein-
teilchentheorie gelten). Wie man sieht, wird a, ab-
wechselnd rein reell und rein imaginir, da ¢, bei an-
steigendem u, abwechselnd sein Vorzeichen indert™.
Die durch (3), (5) und (19) festgelegte Form von v
und 1 stimmt mit der von Heisenberg! in seiner
Arbeit angegebenen Definition fiir  und v iiberein.

Da L invariant ist gegeniiber einer Transformation,
die v in weid und y in 1—;—18_i6 iberfiihrt, so folgt
daraus, wie in der Einteilchentheorie, daf3 in unserer
Theorie auch noch ein Ladungserhaltungssatz gilt.
Da die Rechnung ganz analog zur gewéhnlichen
Dirac-Theorie verlduft8, soll darauf nicht niher ein-
gegangen werden. Es sei nur erwihnt, daf3 fiir die
Stromdichte jetzt nicht mehr (bei Vernachlissigung
der Lichertheorie) _
fu=wruw (20)
gilt, sondern es treten Ableitungen bis zum (n—1)-
-ten Grad nach Raum und Zeit auf. Die Gesamt-
ladung 148t sich analog zum Energie-Impulsvektor
als Summe der Einzelladungen darstellen. Es ist also

e=Ze,:fdry)r*wr.

Damit haben wir die wesentlichen Ziige der
wechselwirkungsfreien Theorie skizziert, und es soll
nun die Theorie mit Wechselwirkung besprochen
werden.

@1)

7E.C. Stiickelberg, Nature [London] 144, 118
[1939]; Helv. physica Acta 14, 51 [1941]; E. C. Stiickel-
berg u. D. Rivier, Physic. Rev. 74, 218, 986 [1948];
D.Rivier, Helv. physica Acta 22, 265 [1949]; F. Bopp,
Ann. Physik 42, 575 [1943]; 43, 565 [1943]; Z. Natur-
forschg. 1, 53, 237 [1946].
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III. Theorie mit Wechselwirkung

Um zu einer Theorie mit Wechselwirkung zu ge-
langen, muf3 man zur Lagrange-Funktion L [Gl. (5)],
die in bezug auf die Wellenfunktionen quadratisch
ist, relativistisch invariante Terme hinzuaddieren,
welche die Wellenfunktionen in 3. und héherer Ord-
nung enthalten, denn nur dann erhilt man aus der
Lagrange-Funktion L nichtlineare Wellengleichungen,
durch die bekanntlich immer eine Theorie mit Wech-
selwirkung der Teilchen untereinander beschrieben
wird. Wie gleich gezeigt werden soll, kann man aber
auch direkt zum Energieoperator —iJ, in (10)
Terme der oben erwihnten Art hinzuaddieren und
kann diese Terme dann als Wechselwirkungsenergie-
terme deuten.

Es ist nun fiir die weiteren Betrachtungen zweck-
miflig, immer die Wechselwirkungsdarstellung zu
benutzen!9. Man legt also der Theorie eine solche
Darstellung zugrunde, in der die Wellenfunktionen
den Vakuumgleichungen gehorchen. Dadurch wird er-
reicht, daf} die V.-R. bei Einfiihrung einer Wechsel-
wirkungsenergie nicht geindert werden, und man
kann die an den V.-R. eventuell auftretenden Diver-
genzen leicht iiberschauen.

Wir kommen nun zum Beweis der eben erwiihnten
Behauptung. Man addiert also zur wechselwirkungs-
freien Energiedichte 9, (x,) eine relativistisch in-
variante Wechselwirkungsenergiedichte Hy (x,) hinzu
und kann dann

5? = fdr (‘50 + ‘510) = ‘bO + ‘bw = eibolt(bo + bw)e“ibo't
(22) #*

— die gestrichenen Operatoren sind zeitunabhiingige
Operatoren — als Gesamtenergie deuten.

Um dies einzusehen, geht man durch Anwendung
der unitiren Transformationsoperatoren

g i B

S—e i$ t_e+1 Do’ t
und ) (23)
S—l :e_i\\po't'eﬁtnb't

zur rein zeitabhingigen Darstellung (Heisenberg-
Darstellung) iiber. Fiir die rein zeitabhiingigen Ope-
ratoren miissen dann wieder die V.-R. (12) bzw. (14)
gelten 4.

8 G. Wentzel, Einfilhrung in die Quantentheorie
der Wellenfelder. Franz Deuticke, Wien 1943.

9 J. Schwinger, Physic. Rev. 74, 1439 [1948]; 75,
651 [1949]; 75, 790 [1949].

* Dadurch ist jetzt nicht mehr vy =y*y, wie in der
Einteilchentheorie.

#% Der Einfachheit halber wird hier immer die ein-
zeitige Darstellung benutzt.
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Aus den V.-R. ohne Wechselwirkung

. d
Howo— o Ho= + i —%‘1,
¢
iDt, s it (24)

— Yo=¢e T ¥e
erhilt man mittels der Transformationsoperatoren (23)

P .y, 1
'@(tht_wt 'pf)t =1——— 1‘©t WYy — WYy ‘;?t}

ot
“F {;?Ot Wy — Yy ‘b()t} >

- . 9%
Dop,—yw, H,=10i—
pt Wy Y Py 9t

oder (25)
— mit dem Index t werden die rein zeitabhingigen
Operatoren bezeichnet. So ist z. B. 9,, = e—i¥t
-@0’e+i-‘b't .

Wie man sieht, ist Gl (25) mit Gl. (12) identisch.
Die Impulse behalten in der Wechselwirkungsdar-
stellung ihre urspriingliche Form bei, da S bzw. S—!
mit den riumlichen Differentialoperatoren vertausch-
bar sind. Das heilit, es gelten auch fiir die Theorie
mit Wechselwirkung die allgemeinen quantenmecha-
nischen Bewegungsgleichungen. Damit ist die obige
Behauptung bewiesen.

Auf einen Punkt sei im Anschluf3 an die obige Be-
trachtung noch aufmerksam gemacht. Es gilt zwar fiir
die Wellenfunktion in der Wechselwirkungsdarstel-

1
ung = (26)
und damit

Y, = SwOS_l,

dagegen gilt dies nicht fiir die zeitlichen Ableitungen.
So gilt z. B., wie man leicht nachrechnen bzw. aus (25)
entnehmen kann,

@7)

Fiir die hoheren zeitlichen Ableitungen der Wellen-
funktion werden die Verhiltnisse entsprechend kom-
plizierter.

Soll durch die Einfithrung einer Wechselwirkungs-
energie der Charakter der Theorie als Differential-
gleichungstheorie erhalten bleiben, so darf die Wech-

selwirkungsenergiedichte £, (x,) nur von der Wellen-
funktion v und deren Ableitungen ©™p/3x,™ am
Punkte x, abhiingen.

Da simtliche wesentlichen Divergenzen der bis-
herigen Quantenmechanik davon herriihren, daf3 die
V.-R. der Wellenfunktionen und ihrer Ableitungen
fiir '), = x”, singulir werden, muf3 dafiir gesorgt

werden, daB3 durch Einfithrung einer Wechselwir-
kungsenergie solche Singularititen nicht hervor-
gerufen werden.

Differenziert man die Gl. (18) nach x’, bzw. x”,,,
so sieht man, daBl jede Differentiation eine Multi-
plikation des Integranden auf der rechten Seite mit
k, bedeutet. Die Konvergenz des Integrals wird da-
durch geschwiicht bzw. ganz zerstért, sobald der Grad
der Ableitungen nach x,” und x,” zusammengenom-
men grofer als n—>5 ist (n = Anzahl der in die
Theorie eingebauten Grundteilchen). Um das Auf-
tauchen von Divergenzen zu vermeiden, wird man
also folgendes verlangen miissen:

1. Die Wechselwirkungsenergiedichte 9, (x,) muB
sich als eine relativistisch invariante Funktion der v
und y und deren Ableitungen darstellen lassen, da
nur fiir diese Grof8en regulire V.-R. gelten. Die V.-R.
zwischen y* und y beispielsweise sind wieder singu-
lair fir (x,’—x,”)? = 0. Das liegt daran, wie noch
einmal erwihnt sei, dafl die V.-R. fiir die einzelnen
Teilchensorten singulir bleiben. In den V.-R. fiir die
y und 1 kompensieren sich diese Singularititen ge-
rade gegenseitig.

2. Ist in der Wechselwirkungsenergie 9, (y,v) p
bzw. g der Grad der héchsten Ableitung von y bzw.
w, somuBl p+ g = n—>5 sein.

3. Will man den Hamilton-Formalismus der bis-
herigen Quantentheorie aufrechterhalten, so muf
man noch zusitzlich verlangen, daf3 die Komponenten
des Energie-Impulsvektors als beobachtbare Gréflen
hermitische Operatoren sind.

Im weiteren Verlauf der Arbeit soll zunichst ge-
zeigt werden, da8 die Forderungen 1. bis 3. im Rah-
men der oben angegebenen Differentialgleichungs-
theorie prinzipiell nicht miteinander vereinbart wer-
den konnen.

Zunichst wollen wir uns darauf beschrinken, die
Wechselwirkungsenergiedichte Du(x,) aus Potenzen
von hermitischen bilinearen Ausdriicken der v und

aufzubauen.
Bilden wir z. B. firn = 2

ww = (p* +iws*) W1 +iye) ol
— lasl2{pi* p1 — ¥ wo +iwi* s+ iy yn ), (28)
az =iay,
so sehen wir, daf3 dieser Ausdruck wegen der beiden
gemischten Glieder nicht hermitisch ist. Um zu einem

### Die Matrix 72 und die Indices fiir die Komponen-
ten der Wellenfunktionen lassen wir als hier unwesentlich
immer weg.
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hermitischen Ausdruck zu gelangen, muf3 man also
versuchen, durch Einfithrung von Differentialopera-
toren die beiden letzten Glieder zu hermitisieren
bzw. ganz zum Verschwinden zu bringen. Als ge-
eignete Differentialoperatoren bieten sich dafiir die
Wellenoperatoren
H, = (7,, 4 +1¢1)
dx,,

und (29)

/

H; = (y,. 10,, —th)
dx,
an. Der erste Operator eliminiert bei Anwendung
auf v die Wellenfunktion v, withrend der 2. Opera-
tor die Wellenfunktion v, eliminiert.
Um zu einem hermitischen Operator zu gelangen,
kann man folgenden allgemeinen Ansatz machen

Frerm. (W>w) = v (a1 Hy + a2 Ha) yp = (D) (30)
und wihlt a; und a, so, da3 (30) hermitisch wird.
Man erhilt

fherm. (E’ W)
= || (i* + i y2*) {01 (1= we) i + as (o — u1) %}
= [011|2 {%*wl az (Mz - #1) —a (Hl = Mg) 1#2* P2

+iay (1 — po) pi*pe +ia (ue— ) wr i) . (31)

Damit (31) hermitisch wird, muf3 man, da v; und
wy bzw. w* und w,* als unabhingige Variable zu
betrachten sind,

ar (1 — uz) = — az (u2— 1) (32)

setzen. Das heillt, man muf} @, = a, wihlen.

Durch den Ansatz (30) haben wir zwar einen
hermitischen Ausdruck gewonnen, dafiir ist aber die
Singularitit in den V.-R.

[y (D2 )], = (D2y) + (D) y (33)

wieder J-funktionsartig wie beim Einteilchenpro-
blem, da man zur Gewinnung von fherm. (v, ) erste
Ableitungen nach Raum und Zeit benétigt hat. Das
heiBt, durch die Hermitisierung wurde der Gewinn
an Konvergenz in den V.-R. wieder vollstindig zer-
stort.

Man kann nun versuchen, den Ansatz (30) auf
n Teilchen zu erweitern und auBlerdem D so ver-
allgemeinern, daf3 in D auch beliebige Produkte der
Operatoren H,...H; vorkommen. Wie man leicht
einsehen kann, bewirkt ein solch verallgemeinerter
Operator D, da3 die Wellenfunktionen vy, der Einzel-
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teilchen mit konstanten Koeffizienten b, multipliziert
werden. Jeder bilineare Ausdruck, der durch Anwen-
dung eines solchen Operators D gebildet werden
kann, hat daher die Form

F(yy)=(wDy) :'st,*bsws- (34)
Soll die V.-R. ’
[y D), =y (Dy)+ (Dy)y (35)

regulir werden, so muf3, wie man aus (14), (16), (17)
und (19) entnehmen kann, als erste Regularisierungs-
bedingung die Gleichung

2b,=0

gefordert werden. In Verallgemeinerung des Zwei-
teilchenproblems lautet jetzt die Hermitisierungs-

beding
edingung b= b, (37)

(36)

Das heif3t, alle b, miissen einander gleich sein. Wie
man sieht, kann man (36) und (37) nur dann zugleich
befriedigen, wenn alle b, = 0 sind. Das bedeutet, daf3
F(yp) gleich 0 wird. Wie man sich leicht iiberzeugen
kann, fithren séimtliche iibrigen Versuche [z.B. die
zusitzliche Einfiihrung von Differentialoperatoren,
die sich nicht zu Wellenoperatoren der Form (29) zu-
sammenfassen lassen], die man anstellen kann, um
hermitische Operatoren zu gewinnen, die keine
Singularitiiten enthalten, zu Gleichungen der Art(36)
und (37), die nur durch die Null-Losung gleichzeitig
befriedigt werden konnen.

Dasselbe zeigt sich ganz analog auch bei biquadra-
tischen Ausdriicken noch hoheren Grades.

Aus den obigen Betrachtungen ist ersichtlich, daf3
die Hermitisierungsschwierigkeiten damit zusammen-
hingen, daB die c,, durch die die a, (Gl. 19) definiert
werden, bei wachsendem u, abwechselnd ihr Vor-
zeichen indern. Man kann daher versuchen, um diese
Vorzeichenfunktionen zu unterdriicken, die Massen
verschiedener Teilchen in (1) bzw. (18) zusammen-
fallen zu lassen. Wie sich zeigt, kann man aber auch
dadurch keine Hermitisierung der Wechselwirkung
erreichen, ohne die Konvergenz der V.-R. wieder
vollstindig zu zerstéren. Die zugehorigen Rechnun-
gen sollen hier nicht vorgefiihrt werden, sondern es
werden nur die wesentlichen Ergebnisse, die sich
dabei herausstellen, angegeben. Betrachtet man z. B.
eine Wellengleichung der Form

/

X, ox,, )

C

(38)
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so hat diese Gleichung aufler Losungen der Form

lkv Xy

(39)

d 5. 2

1/’1:(7!,;("—‘#)3 s kjP=—ut
dx,, /

— 1, ist bereits eine Losung der Differentialgleichung

0

ox,,

; 9"
Y2 =11 “/‘yé;*_
v

Wie man sieht, divergiert (40) erstens fiir grof3e
Zeiten t, zweitens ist in ihr der Zeitpunkt ¢ = 0 aus-
gezeichnet, was bei Vakuumwellenfunktionen, aus
denen sich physikalisch sinnvolle Groflen aufbauen
lassen, nicht der Fall sein kann (in der hier benutz-
ten Wechselwirkungsdarstellung haben wir es immer
mit Vakuumwellenfunktionen zu tun). Um diese
Divergenz bzw. die Auszeichnung des Zeitnullpunkts
zu beseitigen, muB3 man Differentialoperatoren ein-

(- + w)y = 0 — noch Losungen der Art

y)x,; Z + 1}e”‘r Wk e —
/ 4 (40)

fihren. So bewirkt beispielsweise der Operator
d

(y Yoy + w) angewandt auf vy,, daB3 aus y, wieder
»

die Wellenfunktion vy, entsteht. Die Einfiihrung sol-
cher Differentialoperatoren zerstért aber die Konver-
genz in den V.-R. wieder vollstindig.

Aus all diesen Uberlegungen sieht man, daB} im
Rahmen einer Differentialgleichungstheorie keine
hermitische Wechselwirkungsenergie 9,, konstruiert
werden kann, durch die nicht Singularititen in die
Theorie hineingebracht werden.

Ein letzter Versuch, um den Hamilton-Formalis-
mus der iiblichen Art zu retten, besteht darin, daf3
mannach Wataghin, Paisund Uehlenbeck?
an der Wellengleichung (1) noch einen Differential-
operator unendlich hoher Ordnung der Form ef (2
anbringt, der in der Theorie mit Wechselwirkung die
hohen Impulse relativistisch invariant abschneidet.
Da das Hinzufiigen eines solchen Differentialopera-
tors unendlich hoher Ordnung den Ubergang zu
einer Integralgleichungstheorie bedeutet und auBer-
dem sehr gekiinstelt erscheint, soll darauf nicht niher
eingegangen werden.

Man erkennt aus all diesen Betrachtungen, daf3
man zur Gewinnung einer divergenzfreien Theorie
der Elementarteilchen vom iiblichen Hamilton-For-
malismus abweichen muf3, falls man nicht den letzt-
erwihnten Weg einschlagen will, d. h. falls man nicht
den physikalisch sehr einleuchtenden Gedanken auf-
geben will, daf3 durch die Wechselwirkung simtlicher

Teilchen untereinander die Divergenzen der Theorie
ganz von selbst verschwinden.

Heisenberg hat, um die oben diskutierten Schwie-
rigkeiten zu beseitigen, nun einen Ausweg vor-
geschlagen!, der in gewisser Hinsicht wieder eine
Riickkehr zum S-Matrix-Formalismus bedeutet.

Nach Heisenberg beginne man ruhig mit einem
nichthermitischen Wechselwirkungsoperator 9, [z. B.
Do :f(@w) () dr]. Daraus kann man analog
zur gewohnlichen Quantenmechanik eine asympto-
tische Matrix T ableiten, die eine Art Transformations-
matrix darstellt, die von der Zeit t =—o00 zu
t = + oo transformiert, die aber im allgemeinen
nicht unitir ist. Man kann nun aus T durch Bildung
von

S=T(r* 1) " (41)

— T ist die hermitisch konjugierte Matrix zu T —
eine unitire Matrix S ableiten, die Heisenberg als
die Streumatrix S deutet, da sie simtlichen Erhal-
tungssitzen, wie z. B. dem Energie-Impuls-Erhal-
tungssatz, geniigt. Wir wollen aber auf diese Ab-
dnderung des Hamilton-Formalismus hier nicht niher
eingehen, da Heisenberg in der obengenannten
Arbeit! und in einer in Kiirze erscheinenden zweiten
Arbeit die daraus zu ziehenden Folgerungen ge-
nauer diskutiert. Es sei nur noch erwiihnt, daf} die
nichthermitischen Anteile von 9, bewirken, daf3 eine
Art Fernwirkung {iber raumzeitliche Bereiche von der
GroBenordnung der kleinsten Linge eintritt. Das ist
deshalb besonders interessant, da durch die Ab-
schneidemethode von Wataghin, Pais und
Uehlenbeck? genau derselbe Effekt hervorgeru-
fen wird. Man kann daher sagen: Man muf3, um eine
konvergente Theorie der Elementarteilchen zu er-
reichen, zwangsliufig darauf verzichten, die Natur in
Raum-Zeit-Bereichen der kleinsten Linge mittels des
iiblichen kausalen Schemas der bisherigen Quanten-
mechanik zu beschreiben, was nach fritheren Unter-
suchungen von Heisenberg!® zu erwarten war.

Zum SchluB sollen noch ein paar qualitative physi-
kalische Gesichtspunkte besprochen werden, die man
bereits jetzt aus der Theorie ablesen kann, und an
denen auch durch die Heisenbergsche Abinderung des
Hamilton-Formalismus nichts geéndert wird.

Wie in der Heisenbergschen Arbeit! ausgefiihrt
wurde, bringt es die Einfithrung einer Wechselwir-
kungsenergie mit sich, daf3 erstens zu den Ruhmassen
ur der Elementarteilchen eine von wu, abhingige
Selbstenergie hinzugefiigt wird und zweitens zwei

10 W . Heisenberg, Z. Physik 110, 251 [1938].
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oder mehr Teilchen sich zu zusammengesetzten Teil-
chen verbinden konnen. Das heif3t, es entstehen neue
Teilchen. So muf3 man nach Heisenberg die Bose-
Teilchen, d.h. die Teilchen mit ganzzahligem Spin,
als zusammengesetzte Teilchen betrachten. Auf den
Punkt 2 soll jetzt etwas niher eingegangen werden.

Bestimmt man den Zustandsvektor, der zu einem
aus mehreren Spinorteilchen zusammengesetzten Teil-
chen gehort, so ist es unzweckmiBig, als Koordinaten-
system im Hilbert-Raum ein Vektorsystem zugrunde-
zulegen, in dem die Vektoren nach den einzelnen
Ruhmassen der Grundteilchen getrennt sind, da dann
im allgemeinen wieder Divergenzen in der Theorie
auftauchen. Um dies einzusehen, betrachten wir die
Wechselwirkungsenergie 9, [z. B. 9, = f dr (yvy)
(pw)] im Ortsraum. Sehen wir im Augenblick von
der Lochertheorie ab, so gibt der Vektor ’

I H* @) H X (x)) p* () w* () g0 = ¢ (x,x,))
igfr

m=Ek (42)

(o = Vakuumvektor) den Zustand an, bei dem sich
ein Teilchen der Ruhmasse u, am Ort x, und ein
Teilchen der Ruhmasse u; am Ort x,” befindet. Soll
nun die Wechselwirkungsenergie der beiden Teilchen
bestimmt werden, so muf3 man bis auf Normierungs-

faktoren
(43)

o*(x,x,))H, o (x,x,)
bilden. Wie man leicht nachweisen kann, bewirken
die Differentialoperatoren (n—1)-ter Ordnung

[[H* uwd []H,,

it it
daB3 (48) ein O-funktionsartiges Potential der Form
Ad(x,—x,)

darstellt. Mittels der Unschirferelation 148t sich nun
zeigen, daf} fiir dieses Potential (A < 0) kein Bin-
dungszustand endlicher Bindungsenergie existiert. An
diesem Ergebnis wird auch nichts Wesentliches ge-
andert, wenn man die Lochertheorie beriicksichtigt,
da zwar das Potential etwas verschmiert wird, aber
der Grad der Singularitit des Potentials erhalten
bleibt.

Die obigen Divergenzschwierigkeiten tauchen nicht
auf, wenn man nach folgendem Vektorsystem im
Impulsraum entwickelt:

=7 w
prfl"‘wsif,-wsl'fl""’f’s,’f,"f"’
s=12, s =34,

(ps, T 7 7 (44)

s’ s B

mit
T

4 s'f | (45)

rks?

.1 Xaal s=12,
Vr
und

1 '
Yor = ]‘Vzararf’s" s =34.

Der Vektor (44) stellt einen Zustand dar, in dem
ein Teilchen vom Impuls f; Spin s, ein Teilchen vom
Impuls f, Spin s,, ein Antiteilchen vom Impuls f,’
Spin s, usw. vorhanden ist. Die Ruhmassen der Teil-
chen und Antiteilchen sind dabei unbestimmt. Die
Wahrscheinlichkeit, daf3 ein solches Teilchen die
Ruhmasse u, besitzt, ist wegen (3), (5) und (19) ge-
geben durch

(46)

Macht man sich fiir das Lichtquant die Modellvor-
stellung, daB es aus einem Teilchen und Antiteilchen
zusammengesetzt ist (diese Modellvorstellung bedeu-
tet, da} man die Renormalisierung des Lichtquants,
d. h. die Wechselwirkung des Lichtquants mit dem
Vakuum vernachlissigt), so sieht man aus den obigen
Ausfiithrungen, daB3 es nicht moglich ist, wie bereits
Heisenberg erwihnt hat!, sich das Lichtquant nur
aus Positron und Elektron zusammengesetzt vorzu-
stellen, sondern es ist auch mit einer gewissen Wahr-
scheinlichkeit aus Proton und Antiproton usw. zu-
sammengesetzt. Das heif3t, wir stellen uns das Licht-
quant aus 2 Teilchen zusammengesetzt vor, wobei
diese Teilchen eine gewisse Zeit Elektron und Posi-
tron, Proton und Antiproton usw. sind. Die Bin-
dungsenergie muf3 dabei gerade die Ruhmasse der
verschiedenen Teilchen kompensieren. Bei Licht-
quanten der Energie in der GroBlenordnung der
Ruhmasse des Elektrons kann natiirlich nur die Auf-
spaltung (z. B. durch ein duBeres Coulomb-Feld) in
Elektron und Positron stattfinden, d. h. das Licht-
quant kann nur dann aufgespalten werden, wenn es
gerade aus Positron und Elektron zusammengesetzt
ist. Hat man dagegen Lichtquanten sehr hoher
Energie (> f¢/10~13cm), so kénnen mit einer ge-
wissen Wahrscheinlichkeit, die niherungsweise etwa
durch (45) gegeben ist, auch Aufspaltungen in die
iibrigen Teilchen und Antiteilchen stattfinden.

Man kann sich auf Grund dieser Modellvorstellung
nun ein qualitatives Bild iiber das Zustandekommen
des Coulomb-Feldes machen. Die Besetzung simt-
licher negativer Energiezustinde der Spinorteilchen
kann man so deuten, daB3 das Vakuum angefiillt ist
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mit Teilchen und Antiteilchen, die gemif3 den obigen
Vorstellungen so gegenseitig aneinander gebunden
sind, daB sich ihre Ruhmassen gerade kompensieren
und sie auBerdem keinen Schwerpunktsimpuls und
damit keine Energie besitzen. Man kann auch sagen,
das Vakuum sei angefiillt mit Lichtquanten der
Energie 0. Ein Teilchen, z. B. ein Elektron, polarisiert
auf Grund seiner Wechselwirkung 9, diese Licht-
quanten und es entsteht das zu dem Elektron ge-
hérige Coulomb-Feld.

Ist die Deutung zulissig, da3 die Mesonen mit
ganzzahligem Spin als angeregte Zustinde der Licht-
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quanten zu betrachten sind, so liBt sich das Zu-
standekommen des Kernfeldes qualitativ ganz analog
dazu erkliiren.

Niher soll aber auf diese Bilder nicht eingegangen
werden, da erst die weitere Entwicklung der Theorie
zeigen kann, ob diese Bilder eine gewisse Berechti-
gung haben.

Hrn. Prof. Heisenberg danke ich fiir seine wert-
vollen Anregungen und Unterhaltungen wihrend der
Entstehung der Arbeit. Aulerdem mdchte ich auch Hm.
R.Schulten fir seine Mithilfe bei der Durchfiihrung
der Rechnungen danken.

Uber die Zerstorung der Lumineszenz von Leuchtstoffen durch «-Teilchen

Von ImMaNUEL BrRoseR und HARTMUT KaLLMANN #
Aus dem Kaiser-Wilhelm-Institut fiir physikalische Chemie und Elektrochemie, Berlin-Dahlem
(Z. Naturforschg. 5 a, 381—384 [1950]; eingegangen am 22. Juni 1950)

Die Zerstérung der Radio-Lumineszenz von vier verschiedenen Leuchtstoffen durch Bestrah-
lung mit a-Teilchen wird quantitativ ausgemessen. Die Zerstérbarkeit nimmt in der Reihe CdS,
ZnS, Zn,SiO, und CaWO, ab, die jeweils noch vorhandene Lumineszenz folgt mit wachsender
Zahl absorbierter a-Teilchen nicht dem exponentiellen Gesetz. An CdS-Einkristallen wird fest-
gestellt, daB3 die zerstérende Wirkung der a-Teilchen von ihrer Geschwindigkeit abhingt.

Bekanntlich werden Zinksulfidphosphore durch Be-
strahlung mit a-Teilchen langsam zerstort!, d.h.
sie biilen ihre Leuchtfihigkeit ein. Diese Eigenschaft
wirkte sich bei der Anwendung dieser Leuchtstoffe
als radioaktive Leuchtfarben sehr nachteilig aus und
wurde in diesem Zusammenhang mehrfach diskutiert.
Berndt? fithrte die ersten genaueren Messungen
iiber die Zerstérung von ZnS durch a-Teilchen durch
und untersuchte die Abnahme der Radio-Lumineszenz
einer Leuchtfarbe iiber einen Zeitraum von 5 Jahren.
Seine MeBergebnisse konnten am besten durch ein
exponentielles Gesetz wiedergegeben werden, und es
stellte sich heraus, da3 der Zerstérungsgrad nur von
der Zahl der insgesamt im Leuchtstoff absorbierten
a-Teilchen abhing3. Wolf und Riehl* fanden, daf
die Abnahme der Radio-Lumineszenz unabhiingig ist
von Art und Zahl der im Phosphor eingebauten
Fremdatome (Aktivatoren), daf3 also die Zerstorbar-

* Jetzt: New York University, New York, N.Y., USA.
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keit nur eine Eigenschaft der Grundsubstanz ZnS dar-
stellt. E.Streck3 beobachtete — ebenfalls an ZnS-
Phosphoren — eine durch die a-Bestrahlung hervor-
gerufene Ausscheidung von atomarem Zink aus dem
Kristallverband und vermutete, daf3 iiber diese Zink-
atome ein Teil der Anregungsenergie auf strahlungs-
losem Wege abgefiihrt wird. Schlielich seien noch
Messungen von Becker® erwihnt, der feststellen
konnte, dal die Tilgbarkeit des Lumineszenzlichtes
von ZnS-Phosphoren durch Bestrahlung mit o-Teil-
chen wesentlich erhéht werden kann.

Es liegt also ein relativ umfangreiches Erfahrungs-
material {iber die Zerstérung der Lumineszenz von
ZnS-Phosphoren vor, dagegen ist kaum etwas iiber das
Verhalten anderer Leuchtstoffe bekannt. Im Rahmen
der von uns durchgefiihrten Untersuchungen iiber
die physikalischen Eigenschaften von Leuchtstof-
fen7—1° haben wir daher auch begonnen, den Einfluf3
E.Streck, Ann. Physik 34, 96 [1939]; 35, 58 [1939].
A.Becker, Z. Physik 125, 479 [1949].

I.Broser u. H Kallmann, Z. Naturforschg. 2a,
642 [1947].

8 I.Broser, L.Herforth, H Kallmann u. U. M.
Martius, Z. Naturforschg. 3a, 6 [1948].

9. Broser, H Kallmann u. U.M. Martius,
Z. Naturforschg. 4a, 204 [1949].

10 I.Broser, H Kallmann u. C. Reuber, Z. Natur-
forschg. 5a, 79 [1950].
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